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Ligninger

0,622 — 0,62 — 3,6 =0
$
0,6-(z+2)-(x—3)=0
[

r=-2Vr=3

f(x) =0,62> 0,62 — 3,6
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1.1 Andengradsligningen

Saetning

En andengradsligning af formen
ar® +bx+c=0

hvor a # 0, og med en diskriminant givet ved D = b? — 4ac, kan have nul, en eller to lgsninger

afhaengig af diskriminantens fortegn.

VD ) g =boyD
a

D > 0: Der er to lgsninger z = =75

D = 0: Der er én lgsning x =
D < 0: Der er ingen lgsning.

T 2a

Bevis

Vi har ligningen
azx® +bx+c=0 (1.1)

Trackker ¢ fra pa begge sider af lighedstegnet og dividere med a

b
o4 Sp = (1.2)
a a

Vi ser, at venstresiden minder om to led i 1. kvadratseetning (x + %)2 =22+ %x + %. Leegger

derfor % til pa begge sider af lighedstegnet
b b? b? c
2
Z - - __Z 1.3
v a + 402  4a? a (1.3)
og benytter kvadratssetningen
b o e (1.4)
T+ —| =—5—— :
2a 4a2 «a
Forleenger brgken i andet led pa hgjresiden med 4a, sa de to brgker far feellesnaevner
b > b2 dac
— ) =—-— 1.5
<a: + 2a> 4a?  4a? (15)

Traekket de to brgker fra hinanden

b\?2 b2 — 4dac
_ m—2ac 1.
(3: * 2a) 4a? (16)

Vi indfgrer nu diskriminanten D = b% — 4ac
b\?> D
2y - = 1.
<x * 2a) 4a? (L7)

Det ses umiddelbart, at hvis D < 0 kan ligningen ikke lgses, og der er dermed ingen lgsning.

(x+2ba>2:0 (1.8)

b
- 1.
x+2a 0 (1.9)

Hvis D = 0 har vi

og dermed fas
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og der er én lgsning
r=—— (1.10)

Hvis D > 0 har vi to lgsninger, fordi vi har et led i anden potens. Vi tager kvadratroden pa

begge sider af lighedstegnet
LAY VIR (1.11)
T2 " Va2 Yo T 4a? '

Isolerer x og benytter at kvadratroden af en brgk er kvadratroden af teelleren divideret med
kvadratroden af nsevneren dvs. \/% — VD _ ‘é—aﬁ og bestemmer dermed de to lgsninger

V4da?
b vD b VD
__Z - Y= 1.12
v 2a + 2a Ve 2a 2a ( )

Saetter de to brgker pa hgjresiderne sammen pa en brgkstreg

b+ VD —b—+D
r=—F7"—VIr=—F7——

1.13
2a 2a ( )

Q.E.D
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2.1 Arealet af en vilkarlig trekant

Saetning

Arealet T af en vilkarlig trekant beregnes som
T=4% ab-sin(C)
=35-b-c-sin(A)

1
T=3
T =3 c-a-sin(B)

2.1.1 Bevis for en spidsvinklet trekant
Vi har en vilkarlig trekant AABC

Figur 2.1: En vilkarlig trekant AABC med hgjde hp, som angiver hgjden fra punkt B vinkelret
pa linje b.

hp angiver hgjden fra punkt B vinkelret pa side b og deler trekanten i to vinkelrette trekanter,
med arealer kaldet 17 og T». Vi konstruerer et rektangel med sider parallel med side b og hgjde
hp. Vi ser umiddelbart at trekantens areal er

T=T +T (2.1)
Af symmetriarsager er rektanglet areal
Tyektanget = 211 + 215 (2.2)
og trekanten har derfor det halve areal af rektanglet
T = 2T ektangel (2.3)
Arealet af et rektangel beregnes som hgjde gange leengde
Trektangel = hp - b (2.4)

og trekantens areal ma saledes veaere
svarende til en halv hgjde gange grundlinje.

Side 8
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Ud fra definitionen af sinus til en vinkel, som modstaende katete divideret med hypotinusen,
kan vi beskrive sin(A) som

sin(A) = h?B (2.6)
og nar vi ganger igennem med c fas
hp = c-sin(A) (2.7)
Vi substituerer hgjden ind i 2.5 og far derved
T=1b-c-sin(A) (2.8)

P& samme made kan vi danne hgjder fra punkt B og C og dermed bevise de andre formler.

Q.E.D

2.1.2 Bevis for en stumpvinklet trekant
Vi har en vilkarlig stumpvinklet trekant AABC

Figur 2.2: En vilkarlig stumpvinklet trekant A ABC med hgjde hp, som angiver hgjden fra punkt
B vinkelret pa linje b.

hp angiver hgjden fra punkt B vinkelret pa side b. Vi forleenger side b med stykket x og konstru-
erer et rektangel med sider parallel med side b+z og hgjde hp. Vi ser umiddelbart at rektanglets
areal er Arealet af et rektangel beregnes som hgjde gange leengde

Trektangel = hp - (b+x) =hp-b+hp-x (2.9)
Eftersom side ¢ er diagonalen i rektanglet, har vi at rektanglets areal er 2 gange med T}
Ty = 5 Trektangel (2.10)
Vi har en anden retvinklet trekant med areal T5 givet som

TQZ -hB-x (2.11)

DO

og vi ser, at trekantens areal er givet ved T} og T3 som

T=T —T (2.12)

Vi substituere 2.9, 2.10 og 2.11 ind i og far derved

T=4% (hg-b+hp-az)—3% -hp-x (2.13)

Side 9
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Ganger % ind i parentesen
T=3% hg-b+i hp-a—3 hp o (2.14)
De to led med % - hp - x har forskellig fortegn og ud med hinanden og vi har derfor
T=1% hg-b (2.15)
svarende til en halv hgjde gange grundlinje.

Ligesom for den spidsvinklede trekant beskrives sin(A) ud fra definitionen af sinus til en vinkel,
som modstaende katete divideret med hypotinusen

sin(A) = — (2.16)
og nar vi ganger igennem med c fas
hp = c-sin(A) (2.17)
Vi substituere hgjden ind i 2.5 og far derved
T=1 b c sin(A) (2.18)
P& samme made kan vi danne hgjder fra punkt B og C og dermed bevise de andre formler.

Q.ED

Side 10
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2.2 Sinusrelationen

Saetning

Forholdet mellem sinus til en vinkel og dens modstaende side er konstant, og vi har

sin(A)  sin(B)  sin(C)

og
a b c

sin(4)  sin(B)  sin(0O)

2.2.1 Bevis for en spidsvinklet trekant
Vi har en vilkarlig trekant AABC.

A

Figur 2.3: En vilkarlig trekant AABC med hgjde hp angiver hgjden fra punkt B vinkelret pa
linje .

hp angiver hgjden fra punkt B vinkelret pa linje b. Derved har vi to retvinklede trekanter, og vi
kan bruge definitionen af sinus til en vinkel, som modstaende katete divideret med hypotinusen
til at beskrive sin(A) og sin(C)

h h
sin(A4) = B og sin(C) = -5 (2.19)
c a
Isolerer hp i de to udtryk ved at gange igennem med henholdsvis ¢ og a
hp =c-sin(A) og hp=a-sin(C) (2.20)
Eftersom hp er lig med to forskellige udtryk, ma de veere lig med hinanden
¢-sin(A) = a - sin(C) (2.21)
Vi dividere igennem med a - ¢ og far
a c
= 2.22
sin(A)  sin(C) (222)
Pa samme made kan vi lave en hgjde fra punkt C' vinkelret pa side ¢ og far derved
b b
¢ - 0g —0— = (2.23)

sin(A)  sin(B) sin(A)  sin(B)

Side 11
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og med en hgjde fra punkt A vinkelret pa side a fas

sinIEB) - sinEC) o8 R (224)

sin(B)  sin(C)

Q.ED

2.2.2 Bevis for en stumpvinklet trekant
Vi har en vilkarlig stumpvinklet trekant AABC

A

Figur 2.4: En vilkarlig trekant AABC med hgjde hp angiver hgjden fra punkt B vinkelret pa
linje b.

hp angiver hgjden fra punkt B vinkelret pa linje b. Fordi vinkel C' er stump, dvs. stgrre end 180°,
forleenges side b. Derved har vi to retvinklede trekanter, hvor den ene trekant har en vinkel, der
er 180° — C' og vi kan bruge definitionen af sinus til en vinkel, som modstaende katete divideret
med hypotinusen til at beskrive sin(A4) og sin(180° — C)

sin(A) = hs og sin(180° — C) = he (2.25)
c a

Ud fra definitionen af sinus vha. af enhedscirklen ses, at sin(180° — C') = sin(C) og vi har saledes

_hs

a

sin(A):hCB og sin(C) (2.26)

Herefter fglger beviset samme som ovenfor dvs. isolerer hp i de to udtryk ved at gange igennem
med henholdsvis ¢ og a
hp =c-sin(A) og hp=a-sin(C) (2.27)

Eftersom hp er lig med to forskellige udtryk, ma de veere lig med hinanden
¢-sin(A) = a - sin(C) (2.28)

Vi dividerer igennem med a - ¢ og far

sin(A)  sin(C) (2:29)

Q.E.D
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2.3 Cosinusrelationen

Saetning

For en vilkarlig trekant geelder fglgende relation mellem sidelsengder og cosinus til en vinkel
A =a>+b>—2-a-b-cos(C)

V¥ =c*+a>—2-c-a-cos(B)
a? =0 +c*—2-b-c-cos(A)

2.3.1 Bevis for en spidsvinklet trekant
Vi har en vilkarlig trekant AABC

Figur 2.5: En vilkarlig trekant AABC med hgjde hp angiver hgjden fra punkt B vinkelret pa
linje b.

hp angiver hgjden fra punkt B vinkelret pa side b. Den del at siden b, der gar mellem punkt C
og foden af hgjden har en leengde, vi her betegner x, den anden del af side b, ma saledes have
leengde b — x. Vi har to retvinklede trekanter, og vi kan anvende Pythagoras sztning

A=0b-x)?+h% og a®=a2+h3 (2.30)
Vi isolerer hQB i begge ligninger
hy=c2—(b—x)? og h4=d?—2? (2.31)
Eftersom h% er lig to forskellige udtryk ma disse ogsa veere lig med hinanden
A —(b—z)?=a*>-2* (2.32)
Laegger (b — x)? til pa begge sider af lighedtegnet
=a* -2+ (b—1x)? (2.33)
Benytter anden kvadratseetning for at heeve parentesen
A =a® —2* +b* + 2 — 2bz (2.34)
Bemzerker at de to led med z? gar ud med hinanden

& =a’>+ b —2bx (2.35)

Side 13



U/ N O R D Matematisk Bevissamling

Vi kan bruge definitionen af cosinus til en vinkel, som hosliggende katete divideret med hypoti-
nusen til at beskrive cos(C)

cos(C) = g (2.36)
og vi har saledes
x =a-cos(C) (2.37)
Vi substituere x og har nu
A =a*+bv—2-a-b-cos(C) (2.38)

Pa samme méade kan vi lave hgjder fra punkt A og C far derved

V=c2+a>-2-c-a-cos(B) og a>=0"+c*—2-b-c-cos(A) (2.39)

Q.E.D

2.3.2 Bevis for en stumpvinklet trekant

For en stumpvinklet trekant, kan vi forleenge side b med stykket z, og pa den made fa to
retvinklede trekanter.

Figur 2.6: En vilkarlig trekant AABC med hgjde hp angiver hgjden fra punkt B vinkelret pa
linje b.

Tilsvarende den spidsvinklede far vi nu to retvinklede trekanter, og vi benytter Pythagoras
setning for sidenlsengderne

=b+2) +h% og a®=a2*+hy (2.40)
Vi isolerer hQB i begge ligninger
hy =c*—(b+x)? og h%=d®—2* (2.41)
Eftersom h% er lig to forskellige udtryk ma disse ogsa veere lig med hinanden
A —(b+x)?=a>—2° (2.42)
Laegger (b4 x)? til pa begge sider af lighedtegnet

A =a? -2+ (b+x)? (2.43)

Side 14
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Benytter forste kvadratsaetning for at heeve parentesen
?=a*—2* + b+ 2%+ 2 (2.44)
Bemzerker at de to led med z? gar ud med hinanden
® =a®+b* + 2bx (2.45)

Vi kan bruge definitionen af cosinus til en vinkel, som hosliggende katete divideret med hypoti-
nusen til at beskrive cos(180° — C)

cos(180° — C) = 2 (2.46)
og vi har saledes
x = a-cos(180° — C) (2.47)
Ved definitionen af cosinus ud fra enhedscirklen har vi cos(180° — C') = — cos(C)
x = —a-cos(C) (2.48)
Vi substituere x og har nu
A =a’+bv—2-a-b-cos(C) (2.49)

Q.ED
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3.1 Afstand fra punkt til linje

Saetning

Afstanden fra et punkt P med koordinaterne (xp,yp) til en linje med forskriften y =a-x 4+ b
beregnes som
_ la-zp+b—yp|

d
V1 + a?

Bevis

Vi har en linje [ : y = a -z + b og et punkt P = (zp,yp).

l:y=uaxr+b

P=(x,.¥,)

Figur 3.1: Afstand fra punkt P til linje [.

Vi definerer to punkter pa linjen: punkt H ligger vinkeltret fra P, og punkt D ligger pa linjen
og har z-koordinat xp = xp, og y-koodinat yp =a-zp +b.

Sideleengde d er den vinkelrette afstand fra P til linjen.
Sidelzengde h er afstanden mellem P og D, og er givet ved h =yp —yp =a-xp + b — yp.

Hvis P ligger oven over linjen har vi h = yp — yp = —(yp — yp), men eftersom en sideleengde
altid skal vaere positiv leengde, kan vi definere h til at veere den numeriske veerdi, dvs.

h=l|a-zp+b—yp| (3.1)
og sa geelder formlen uanset hvilken side af linjen, at P ligger.

Vi laver nu en retvinklet trekant ABC med sidelzengde b = 1 og hvor sideleengde a er givet ved
heeldningskoefficienten af linje . Hypotinusen ¢ beregnes vha. af Pythagoras saetning til

c=V1+a? (3.2)

Side 17
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Vi ser fra figuren at vinklerne D og B er lige store, og eftersom H og C' begge er vinkelrette, ma
vinkel P og A vere lige store, og de to trekanter PHD og ABC er ensvinklede. Derfor galder,
at forholdet mellem sidelsengderne er det samme, dvs.

d b h-b
Z =l = d="" 3.3
h ¢ c (3.3)

Vi indsaetter nu udtrykkene for h, b og ¢ og far

_ la-zp+b—yp|
V1+a?

d

Q.E.D

Side 18
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4.1 Parablens toppunkt

Saetning

Et andengradspolynomium, f(x) = a-2? + b -z + ¢ har et toppunkt med koordinaterne

(@) = (50—
Ty, Yt) = 2@5 4a

4.1.1 Bevis uden differentialregning
Vi har en funktion givet ved andengradspolynomiet
f@x)=a-2>+b-z+c (4.1)

Vi kan konstruere en ny funktion g(z) ved at trackke en konstant veerdi fra f(z), og derved er
grafen for g(z) blot en lodret flytning af grafen for f(z). Som det ses af figur 4.1 vil toppunktet
for g(z) ligge pa x-aksen, hvis vi netop traekker y-koordinaten for toppunktet til f(z) fra

gx)=a-2°4+b-x+c—y (4.2)

Figur 4.1: Grafer for to andengradspolynomier, hvor g(x) er forskudt lodret med veerdien y; i
forhold til f(z).

Dette svarer samtidig til at g(x) kun skeerer x-aksen i et punkt, og fra 1.1 har vi derfor at
x-koordinaten for skeeringspunktet, som samtidig er x-koordinaten for toppunktet til bade f(x)
og g(x) er uathzenig af den lodrette flytning og er givet ved

b

o (4.3)

Tt =

Nar g(z) har netop ét skeeringspunkt med x-aksen, er diskriminanten for g(z) lig med nul
Dy, =b —4da(c—1y) =0 (4.4)
Vi leegger andet led 4a(c — ;) til pa begge sider af lighedstegnet
b’ = da(c — ) (4.5)

Dividere med 4a )
b

— 4.6

4a €T (4.6)
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Leegger y; til og traekker % fra pa begge sider og har nu

b2
Yt = —E — C (47)
Forlenger andet led dvs. ¢ med 4a og setter pa samme brgkstreg
—b% — dac
= 4.8
Yt 1a (4.8)

Szetter minus uden for brgken Telleren svarer til diskriminanten D = b* — 4ac for f(x), og vi
kan skrive det som

D

=—— 4.9
Yt 1a (4.9)
Q.E.D
4.1.2 Bevis ved differentialregning
Vi har en funktion givet ved andengradspolynomiet
fx)=a- 2> +b-z+c (4.10)

Toppunktets x-koordinat bestemmes ved at lgse ligningen f’(x;) = 0 og toppunktet y-koordinat
bestemmes ved efterfglgende at beregne y; = f(x¢)

Differentiere funktionen

flz)=2a-z+0b (4.11)
indsaetter x;
f(z1) =2a 24 +b=0 (4.12)
Traekker b fra pa begge sider af lighedtegnet og dividere igennem med 2a og far derved
b
=—— 4.13
o 2a ( )
Bestemmer y-koordinaten
ye=a-z;+b a1 +c (4.14)
Indseetter udtrykket for x;
b\? b
—a-|-—— b —— 4.1
e () o0 () (1
I forste led pa hgjresiden ganges parentesen ud
b? b?
=a—5 — — 4.16
=02 T 9 e (4.16)

I forste led forkortes med a, andet led forleenges med 2, og tredje led forleenges med 4a, sa vi far

faellesnsevner ) )
b 2b 4ac
- _ =z . 4.1
4 4a 4a + 4a (4.17)

Seetter pa samme brokstreg

b2 — 2b2 + 4ac B —b? + dac

= 4.18
ot 4a 4a ( )
Ganger minustegnet ud foran brgken
b? — dac D
= - _ = 4.19
o 4a 4a ( )

Q.E.D
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4.2 Afbildning i et enkeltlogaritmisk koordinatsystem

Saetning

En eksponentialfunktion f(x) = b-a” afbildes som en ret linje i et enkeltlogaritmisk koordinat
system.

Bevis

Vi har en eksponentialfunktion med grundtal a og skeering med y-aksen b
flx)=0-a" (4.20)
Vi tager logaritmen pa begge sider
In(y) = In(b - a”®) (4.21)
Benytter logaritmeregnereglen In(a - b) = In(a) + In(b)
In(y) = In(b) + In(a”) (4.22)
Benytter logaritmereglen In(a”) = x - In(a)
In(y) = In(b) + = - In(a) (4.23)

Vi indfgrer nu en ny variabel Y = In(y), samt parametrene A = In(a) og B = In(b), og far
demed efter at have flyttet rundt pa leddene

Y=A-2+B (4.24)

Vi har dermed at funktionen afbildes som en ret linje i et koordinatsystem med en logaritmisk
y-akse og en almindelig x-akse.

Q.E.D
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4.3 Afbildning i et dobbeltlogaritmisk koordinatsystem

Saetning

’ En potensfunktion f(x) = b-z® afbildes som en ret linje i et dobbeltlogaritmisk koordinatsystem.

Bevis

Vi har en potensfunktion med eksponent a
flx)=0b-2" (4.25)
Vi tager logaritmen pa begge sider
In(y) = In(b - %) (4.26)
Benytter logaritmeregnereglen In(a - b) = In(a) + In(b)
In(y) = In(b) + In(z*) (4.27)
Benytter logaritmereglen In(xz%) = a - In(x)
In(y) = In(b) + a - In(z) (4.28)

Vi indfgrer nu to nye variabler X = In(x) og Y = In(y), parameteren B = In(b), og far demed
efter at have flyttet rundt pa leddene

Y=a-X+B (4.29)

Vi har dermed at funktionen afbildes som en ret linje i et koordinatsystem, hvor bade x- og
y-aksen er logaritmiske.

Q.E.D
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4.4 Fordoblingskonstant for en eksponentiel udvikling

Saetning

En eksponentielt voksende funktion, f(x) = b-a” hvor med grundtal a > 0 har en fordoblings-
konstant som er givet ved

Bevis

Vi har en eksponentialfunktion

f(z)=5b-a" (4.30)
Nar z er vokset med stgrrelsen T4 er funktionsvardien blevet fordoblet
flz+T12) =2 f(2) (4.31)

Indssetter funktionsforskriften
b-a™2 =2.p. 4" (4.32)

Dividere med b pa begge sider af lighedstegnet

a2 = 2. g" (4.33)
Benyyter potensregnereglen ¢t = a™ - a™ pa venstresiden af lighedstegnet
a®-a =2.4" (4.34)

Forkorter med a® (det ma vi godt, fordi a” > 0)
a> =2 (4.35)
Tager logaritmen pa begge sider af lighedstegnet og bruger logaritmeregnereglen In(a”) = z-In(a)
Ty - In(a) = In(2) (4.36)

Dividere med In(a) pa begge sider af lighedstegnet (det ma vi godt, fordi a > 1 og dermed er
In(a) > 0)

(4.37)

QED
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4.5 Halveringskonstant for en eksponentiel udvikling

Saetning
En eksponentielt aftagende funktion, f(x) = b-a” med grundtal 0 < a < 1 har en halverings-
konstant som er givet ved
In(3)
T — 2
Y27 Tn(a)
In(2)
T o — —
1/2 In(a)
Bevis
Vi har en eksponentialfunktion
f(x)=b-a" (4.38)

Nar z er vokset med stgrrelsen T} /5 er funktionsveerdien blevet halveret

fla+Tip) =5 flx) (4.39)

Indseetter funktionsforskriften
b-a®tTi2=1.p.q° (4.40)

Dividere med b pa begge sider af lighedstegnet

a”thz = 1. ¢ (4.41)
Benyyter potensregnereglen a™ = a™ - a™ pa venstresiden af lighedstegnet
a® a1z =1.q" (4.42)
Forkorter med a” (det ma vi godt, fordi a® > 0)
afz =1 (4.43)

Tager logaritmen pa begge sider af lighedstegnet og bruger logaritmeregnereglen In(a”) = z-In(a)
Ty /2 - In(a) = In(3) (4.44)

Dividere med In(a) pa begge sider af lighedstegnet (det ma vi godt, fordi a # 1 og dermed er
In(a) # 0)

ln(%)
Eftersom § = 27! har vi In(3) = —In(2)
_ In(2)
Typ = “Tn(a) (4.46)

Q.E.D
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4.6 Eksponentialfunktionens grundtal

Saetning

En eksponentialfunktion kan skrives med grundtal a som f(z) = b-a” eller med den Eulers tal
som f(x) =b- ek hvor

a=¢e" eller k=In(a)

Hvis a > 1 eller k£ > 0 kan fordoblingskonstanten bestemmes som

Hvis 0 < a < 1 eller k < 0 kan halveringskonstanten bestemmes som ¢

2 2

B2 @ TR

“Det bemeerkes i gvrigt, at fordi 0 < a < 1 og k < 0 har vi at halveringskonstanten bliver en positiv veerdi pa
trods af det minustegn, der indgar i udtrykket.

Bevis

Vi har en eksponentialfunktion, som kan skrives pa to mader

f(zx)=b-a® og flx)=0b-e* (4.47)
og vi har derfor
b-a®=b-ek® (4.48)
Forkorter med b
at = ek (4.49)
Tager logritmen pa begge sider
In(a®) = In(e"®) (4.50)

Udnytter logaritmeregnereglen In(a”) = x - In(a), samt at eksponentialfunktionen og logaritmen
er omvendte funktioner dvs. In(e®)
z-ln(a) =k x (4.51)
Forkorter med z
In(a) =k (4.52)

Tager eksponentialfunktionen pa begge sider og udnytter at eksponentialfunktionen og logarit-
men er omvendte funktioner

a = In(k) (4.53)

Hvis @ > 1 har vi saledes at k > 0. Fordoblingskonstanten bestemmes som T, = ﬁ og dermed

2
T = — 4.54
2= 7 (4.54)
Hvis 0 < a <1 har vi k < 0. Halveringskonstanten bestemmes som 7' 5 = —ﬁ og dermed
2

Q.E.D
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5.1 Differentialkvotienten af den konstante funktion

Saetning

Differentialkvotienten af den konstante funktion f(z) =k er

fi(z) =0

Bevis

Vi benytter 3-trins reglen. Dette bevis er sadan set temmelig trivielt, den konstante funktion
har haeldning nul, men nu kgrer vi det formelt igennem

1. Bestem funktionstilvaeksten

Ay = f(zo+ Az) — f(zo) =k —k=0 (5.1)

2. Bestem differenskvotienten

Ay 0
] 5.2
Ax Az (5.2)
3. Bestem differentialkvotienten
d A
y’——y—hm—y:hm 0=0 (5.3)

- dx - Az—0 Ax Az—0

Q.ED
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5.2 Differentialkvotienten af ax

Saetning

Differentialkvotienten af den linesere funktion f(z) =a-x er

f'(z)=a

Bevis

Vi benytter 3-trins reglen.
1. Bestem funktionstilvaeksten

Ay = f(xo+ Azx) — f(zo) =a-(xo+Azx) —a-zp=a-zo+a-Ax—a-x0=0a-Azx

2. Bestem differenskvotienten
Ay a-Azx

Az Az

=aq
3. Bestem differentialkvotienten

/_@_ . Ay

= = lim — =
y dx Az—0 Ax Az—0

Q.E.D

Side 29

(5.4)

(5.5)




U/ N O R D Matematisk Bevissamling

5.3 Differentialkvotenten af 2

Saetning

Differentialkvotienten af funktionen f(z) = 22 er

fl@)=2-a

Bevis

Vi benytter 3-trins reglen.

1. Bestem funktionstilvaeksten Funktionstilveeksten er forskellen af funktionsveerdier mellem
de to punkter, bestemt ved z¢ + Ax) og xg

Ay = f(zo + Az) — f(zo) (5.7)
Da f(x) = 22 kan vi skrive dette som
Ay = (zo + Ax)? — 22 (5.8)
Vi benytter fgrste kvadratsaetning (a + b)? = a? + b? + 2ab
Ay = 22 + 2x0Az + (Ax)? — 22 (5.9)
Fgrste og sidste led med z2 gar ud med hinanden, og vi har

Ay = 2z9Az + (Axz)? (5.10)

2. Bestem differenskvotienten Differenskvototienten er funktionstilveeksten divideret med

A7 A A (Ax)?
Yy  2x9Ax + (Ax
— = A1
Ax Ax (5.11)
Neaevneren divideres op i hvert led i teelleren
A
Z%zzlm—#Am (5.12)

3. Bestem differentialkvotienten Differentialkvotienten defineres som graenseveerdien af dif-
ferensveerdien for Ax — 0

/_@_ . Ay

= = —a 1
4 dx Ars30 Ax (5.13)
Substituere differenskvotienten fra 5.12
dy
'=—"= lim 2 Ax =2 14
VT T a0 A=A (o14
Andet gar mod nul, og vi har
dy
=2 =2 5.15
Y= =20 (5.15)
Da dette geelder for alle veerdier af xy har vi hermed vist at
fllx)=2-x (5.16)

Q.E.D
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5.4 Differentialkvotient af x"

Saetning

Differentialkvotienten af en potensfunktion z" er givet ved

(xn)/ =1 xnfl

5.4.1 Bevis ved brug induktion

Dette er et sakaldt induktionsbevis, som gar ud pa, at man viser, at en ssetning geelder for n = 1.
Derefter viser man, at hvis den galder for n, sa geelder den ogsa for n + 1, og pa den made har
man vist, at den gaelder for n = 2,3,4, ..., altsa for alle n. Det betyder, at vi her blot beviser
saetningen for n € N.

n=1

Vi skal forst vise at (2)' = n-2""! = 1 gaelder for n = 1. Det er gjort ved hjzelp af 3-trinsreglen
i kap. 5.2, hvis man der satter a = 1. Det ses i gvrigt ogsa umiddelbart at en funktion f(x) =1
er en ret linje med heeldning 1, dvs. at f/(z) = 1.

n+1
Vi skal differentiere 2"*!, og benytter fgrst potensregnereglen "+ = a” - a™
gt ="y (5.17)
og vi far derved at
(2" = (2" - z) (5.18)

Vi benytter differentiation af et produkt af to funktioner (bevises i 5.7). Produktreglen siger, at
den afledte af to funktioner ganget sammen kan findes som (f(z)-g(x)) = f/'(z)-g(z)+ f(z)-¢' (x).
Dermed fas

(2" = (") -z 42" -2 (5.19)

Eftersom vi har antaget at reglen geelder for 2™, dvs. (z") = n - 2"~ ! har vi
(" =na™ x4 a2 (5.20)
Ovenfor har vi allerede bevist at 2’ = 1, sa andet led kan reduceres
(2" = na™ x4 2" (5.21)

L.z = 2" og far

Vi benytter potensregnereglen pa forste led, hvorved "~
(2™ = na™ + 2" (5.22)

Saetter ™ udenfor parentes
(2" = (n+1) - 2" (5.23)

Vi har nu vist, at nar reglen geelder for 2", s& geelder den ogsa for "' Nar nu reglen gzelder for
n = 1, gaelder den dermed ogsa for n = 2, og dermed for n = 3 osv., og dermed gelder reglen
for alle n =1,2,3,...

Q.E.D
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5.4.2 Bevis ved brug af eksponential- og logaritme-funktioner

Hvis n ikke er et reelt tal kan vi ikke bruge et induktionsbevis. I stedet benytter vi os af at
eksponential- og logaritme-funktioner er hinandens omvendte funktioner. Vi kan derfor omskrive

" = e (5.24)
Vi benytter logaritme regnereglen In(z") = n - In(x) og far
" = @) (5.25)

Eftersom definitionsmzengden for en logaritmefunktion er alle positive reelle tal geelder dette
bevis for x € R..

Ovenstaende er en sammensat funktion og vi benytter kaedereglen til at differentiere funktionen.
Den ydre funktion er den naturlige eksponentialfunktion, som differentieret giver sig selv. Den
indre funktion differentieret er en konstant n ganget med differentialkoefficienten af naturlige

. . 1
logaritme, som giver - .

1
($n)/ _ (en~ln(x)>/ — enin(@) . - (5.26)
Eftersom e!™(@")=%" har vi 1
(z") =a"-n- _=atn: ! (5.27)
og vi har dermed
(xn)l — . "L (528)

Q.E.D

5.4.3 Bevis med 3-trinsreglen

Vi benytter 3-trinsreglen og beviset kan anses som en udvidelse af beviset for differentiation af

.%'2

1. Bestem funktionstilvaeksten
Ay = f(xo+ Azx) — f(zo) = (xo + Ax)" — zg (5.29)
Nar parentesen haeves ved at gange xg + Az med sig selv n gange fas
(o + Ax)" =2 + b1 - a) ' Az + by axp 2 (Az)? 4.+ (Az)" (5.30)

hvor by angiver binomialkoefficienten b, = (Z) Uden at ga yderligere i detaljer, skal vi her blot
konstatere, at by er en koefficient med en given veerdi og vi skal udnytte at b; = n, hvorved vi
har

Ay=al+n-20  Ar+by- 2072 (Az)? + ...+ (Ax)" — 2 (5.31)

Vi ser, at xfj forekommer to gange med forskelligt fortegn og derfor gar ud

Ay=n-20 ' Ar+by- 202 (Az)? + ...+ (Ax)" (5.32)

2. Bestem differenskvotienten

Ay n-xlt Az +byap? (Az)2 4L+ (Az)”
Az Az

(5.33)
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Dividerer Az op i alle led i teelleren.

Ay

Z=n-al by ap e (Az) + .+ (Az)" T

Ax

3. Bestem differentialkvotienten

d A

m 2 = lim n- 20" b2l % (Ax) + ...+ (Az)" !

dx A0 Az A0
Alle led med Az gar mod nul, og vi har saledes
y/ —n- ngl

Da dette geelder for alle vaerdier af zg har vi hermed vist at

f(@)=n-amt

Q.ED
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5.5 Differentiation af en konstant gange en funktion

Saetning

Differentialkvotienten af en konstant gange en funktion h(x) = k- f(z) er givet ved

W(z) =k f(z)
Bevis
Vi benytter 3-trins reglen.
1. Bestem funktionstilvaeksten
Ay = h(zo + Az) — h(zg) = k- f(zo + Az) — k- f(x0) (5.38)

2. Bestem differenskvotienten

Ay k- fzo+ Az) — k- f(xo)

— 5.39
Az Az ( )
Seetter k uden for parentes
Ay flzo+ Az) — f(x0)
= _ k. 4
Az Az (5.40)
3. Bestem differentialkvotienten
dy .. Ay f(xo + Az) — f(wo)
/I — — Y — .
V= 3o =~ AR, T Ak Ax (5.41)
Eftersom i Ax) — flao)
. + Ax) — i)
'(a0) = 1 0 42
flwo) = i, A (5:42)
har vi nu
v =k f'(x0) (5.43)
Da dette geelder for alle veerdier af xy har vi hermed vist at
b (z)=k- f'(z) (5.44)

Q.E.D
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5.6 Differentiation af summen af to funktioner

Saetning

Differentialkvotienten ved addition af to funktioner h(x) = f(z) + g(z) er givet ved

W(x) = f'(x) + 4'(2)

Bevis

Vi benytter 3-trins reglen.
1. Bestem funktionstilveeksten
Ay = h(zo + Az) — h(zo) = f(zo + Az) + g(z0 + Az) — (f(x0) + g(0)) (5.45)
Der minus foran parentesen, sa begge led sndre fortegn, nar vi haever parentesen
Ay = f(zo + Az) + g(xo + Az) — f(z0) — g(0) (5.46)
Bytter rundt pa leddene

Ay = f(zo + Az) — f(x0) + g(zo + Az) — g(20) (5.47)

2. Bestem differenskvotienten

Ay _ f(wo+ Az) — f(z0) + g(w0 + Az) — g(z0)

= 4
Ax Ax (5.48)
Deler brgken op i to brgker
Ay flwo+ Ax) — f(z0) | g(wo+ Az) — g(w0)
Ar A + A (5.49)
3. Bestem differentialkvotienten
dy .. Ay f(mo+Az)— f(xo)  g(zo + Ax) — g(xo)
/ = — = 1 _— = 1 .
dr ~ A0 Ar A A * A (5:50)
Eftersom i A) — f(zo)
. + Ax) — o
! -1 Lo .01
S0 = Jlim, A (551
. + Az) — g(wo)
(w9) = lim 920 52
g(e0) = Jim, A (5:52)
har vi nu
y' = f'(x0) + ¢'(z0) (5.53)
Da dette geelder for alle veerdier af zg har vi hermed vist at
W(z) = f'(x) +d'(x) (5.54)
Q.E.D

Dette bevis forlgber pa praecis samme made for subtraktion.
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5.7 Differentiation af produktet af to funktioner

Saetning

Differentialkvotienten af et produkt h(z) = f(x) - g(x) er givet ved

W(x) = f'(x) g(@) + f(z) 4 (2)

Bevis

Vi benytter 3-trins reglen.

1. Bestem funktionstilvaeksten

Ay = h(zo + Az) — h(zg) = f(zo + Az) - g(zo + Az) — f(z0) - g(x0) (5.55)

2. Bestem differenskvotienten

Ay _ f(wo+ Ax) - g(wo + Az) — f(=0) - g(20)
== = (5.56)

Laegger f(xg + Ax) - g(xp) til og traekker fra i teelleren
Ay _ flzo+ Az) - g(zo + Az) — f(20) - g(20) + f(20 + A2) - g(20) — f(20 + AZ) - g(0)

Ax Az

(5.57)
bytter rundt pa ledende i teelleren

Ay _ f(xo+ Ax) - g(xo) — f(w0) - g(x0) + f(wo + Ax) - g(wo + Az) — f(0 + Ax) - g(20)
Ax Ax

(5.58)
og deler brgken op i to brgker

Ay _ flwo+ Az) - g(wo) = f(z0) -g(z0) | flwo+ Az) - g(wo + Az) — f(wo + Az) - g(0)

Ax Az Ax

(5.59)
seetter uden for parentes

Ay f(zo + Az) — f(z0)
Az Az

. g(xo + Az) — g(zo)
Az

- g(wo) + f(zo + Ax) (5.60)

3. Bestem differentialkvotienten

y dy _ o By _ o ot Ar) — f(zo) g(zo + Az) — g(zo)

g(wo) + lim f(zo+Az)-

- % - Az—0 M - Az—0 Az Ax
(5.61)
Eftersom A Az) — f(x0)
, L zo + Ax) — f(xo
Fiwo) = Jfim, A (5%
f(zo) = lim f(zo+ Ax) (5.63)
Ax—0
oy 9o+ Ax) —g(xo)
) = Jim, L0 559
har vi nu
y' = f'(z0) - g(z0) + f(@0) - ¢ (w0) (5.65)
Da dette geelder for alle veerdier af xg har vi hermed vist at
W(z) = f'(2) gl) + f(z) - g (2) (5.66)
Q.E.D
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5.8 Differentiation af en funktion divideret med en anden funk-
tion

Satning

Differentialkvotienten af et produkt h(z) = % er givet ved

5.8.1 Bevis med 3-trinsreglen

Vi benytter 3-trinsreglen.

1. Bestem funktionstilvaeksten

Ay = h(zo + Az) — h(zo) = o+ Az) _ flwo) (5.67)

g(xo + Az)  g(xg)

Benytter brgkregnereglen 7 — ¢ = “db:lbc
Azx) - - . A

g(zo + Az) - g(z0)

2. Bestem differenskvotienten

Ay f(xo+ Ax) - g(xo) — f(0) - g(x0 + Ax)
Az Az - g(xo + Azx) - g(xo)

(5.69)

Laegger f(xg) - g(xo) til og traekker fra i teelleren

Ay — flxzo + Az) - g(x0) — f(zoi ggz i 22 Z{CE:;) -g(z0) — f(xo) - g(o) (5.70)

bytter rundt pa ledende i teelleren

py = {80+ A0) - olaw) = fian). gg&— Af(;swg ‘( jfgfo tAn) ¥ Iwo) glwo) 5y

seetter uden for parentes

Ay~ ot Az) - f(z:z)i fﬁgﬁ)Jg?)gkg)(xo + Az) — g(w0)) (5.72)

Dividerer Az op i teelleren

F@otAa)=f(20) . gz0) — f(zg) - LE0HAD—(z0)

Ay = Az Az 5.73
Y g(xo + Ax) - g(z0) (5.73)

3. Bestem differentialkvotienten

Tager graenseveerdien for Az — 0

,_dy Ay J@otAn)=f(@0) . g0y — f(zg) - LE0FAD—g(z0)

=== lim — = li =0 = 5.74
dr ~ Aro0 Az Arso g(xo + Ax) - g(x0) (5:74)

Y
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Eftersom i Az — f(zo)
/ L o + Azx) — f(zo
Fiwo) = Jim, A (5:75)
oy 9o+ Ax) —g(xo)
glwo) = Jmy ™Ay (5:76)
g(xo) = lim g(xg+ Ax) (5.77)
Az—0
har vi nu , ,
9(xo) - g(o)
Da dette geelder for alle veerdier af xg har vi hermed vist at
f'(@) - g(x) = f(x) - ¢'(z)
h(z) = 5.79
@ (4(z0)? o7
Q.E.D
5.8.2 Bevis ved brug af andre regneregler
I dette bevis skal vi gore brug af fglgende regneregler:
differentiation af =% ud fra z"-reglen (se kapitel 5.4)
1 1
f ==z ") =-1-27%=-= 5.80
or f(x) o= er f'(z) x = ( )
differentiation af et produkt af to funktioner (se kapitel 5.7)
for h(z)=f(z)-g(z)) er h'(z)=f"(z) g(x))+ f(z) g'(x) (5.81)
kaedereglen ved differentiation af en sammensat funktion
for h(z)=f(g(z)) er NW(x)=f(g(x)) d () (5.82)
Vi har en funktion fa)
x
h(x) = —= 5.83
@)= (5:3)
Vi kan omskrive til
h(z) = f(x) - g(x)™" (5.84)

hvor g(x)~! her betyder divideret med, og ikke her ma forveksles med g~!(z), som er den
omvendte funktion af g(z). Ud fra 5.80 og 5.82 har vi at den afledte af g(x)~! er

(o)) =~y o) = — 2 (5.55)
Vi anvender nu 5.81 pa 5.84
W(x) = f'(x) g(x)™" + f(2) - (9(a)) (5.86)
Substituerer g(z)~1)’ /
W) = ')l = )+ 25 (5.8)
Seetter pa brgkform @ @) 4'(@)
L f@) f@) g
ST R ) o5
Forlenger forste led med g(x) og seetter pa feellesnaevner
ey - @) 0(e) — @) @) 559

g9(z)?

Q.E.D.
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5.9 Tangentens ligning

Saetning

Tangenten til grafen for en differentiabel funktion f(z) har ligningen

y=[(z) (z—x0)+ flao

Bevis

En tangent er en ret linje, der netop skeerer grafen i et punkt, som vi her kalder (zo,yo).
Haeldningskoeflicienten a til tangenten er givet ved
Y — Yo
Tr — X

(5.90)

hvor (z,y) er et vilkarligt punkt pa den rette linje!

Vi kan gange begge sider af ligningen med (z — z) og leegge yo til pa begge sider og far derved
linjens ligning for en linje med kendt heeldningskoefficient a og som gar gennem et kendt punkt

(%0, Yo)
y =alz —z0) + Yo (5.91)

Eftersom punktet (zg, o) ogsa ligger pa grafen for f(x), har vi

Yo = f(zo) (5.92)

Eftersom tangenten har samme heldning som grafen i punktet (zg, o), har vi at linjens h

a= f'(xo) (5.93)

Vi substituerer de to udtryk ind i 5.91 og far derved tangentens ligning

y = f'(z0) - (x — o) + f(w0) (5.94)

Q.E.D

'Helt formelt alle punkter pa den rette linje undtagen (xo,%o0), da det ville give en division med nul.
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6.1 Arealet under en graf

Saetning

Arealet under grafen for en funktion f(z) over x-aksen, for = € [a;b], og hvor f(z) er kontinuert
i intervallet, beregnes som det bestemte integral

A= f(z)dzx
Bevis
/
//
1 //
pd
_--"// :
.-—--_-—.-‘...—-’
a Xj b
Ax

Figur 6.1: Areal under grafen. Den i’te kolonne har bredde Az og hgjde f(z;).
Vi skal bestemme arealet af det gra omrade vist i figur 6.1, hvor x € [a;b]. Vi gor dette ved at
inddele intervallet i et antal kolonner hver med bredde Az. Antallet af kolloner ma séaledes veere

n_b—a
Az

(6.1)

Den i’te kolonne har saledes x-koordinat z; og har dermed hgjden f(x;), og arealet af den i’te
kolonne er derfor

Summen arealerne for alle kolonner
i=1 i=1

er saledes tilnsermet arealet af det mgrkegra omrade .
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Nar vi tager greenseveerdien Az — 0 svarer det til n — 0o, og summen af kolonnernes arealer
vil naerme sig det gra omrade. Vi har derfor at arealet af det mgrkegra omrade er

A= lim Y f(z;)- Az (6.4)
1
Og vi skriver dette som et bestemt integral

b
A:/f@ym (6.5)
a
Et integral kan saledes opfattes som en sum af infinitesimale stgrrelser.

Q.E.D
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6.2 Infinitesimalregningens fundamentalssetning

Saetning

For en kontinuert funktion i intervallet = € [a : b] geelder i fplge infinitesimalregningens funda-
mentalsaetning, at det bestemte integral beregnes som

b
/ f(2)dz = [F(2)]% = F(b) — F(a)

Hvis f(x) > 0 for = € [a; b] sa er det bestemte integral netop lig arealet under grafen i intervallet.

Bevis

Vi viser her for en monotont voksende funktion. For en aftagende funktion geelder samme be-
vis, dog med omvendte stgrre-end/mindre-end tegn, og hvis man har en funktion med flere
monotoniintervaller deles intervallet op i monotone stykker.

™

f(x)

W

Figur 6.2: Areal under grafen. Det lysegra areal svarer til A(a), og det mgrkegra areal er givet
ved A(b) — A(a).

Med A(x) betegnes en arealfunktion, saledes at A(a) er arealet mellem funktionen og x-aksen for
x <= a vist som det lysegra omrade i figur 6.2, og arealet af det mgrkegra omrade for intervallet
x € [a : b] derfor veere A(b) — A(a).

Arealet af det mgrkegra omrade bestemmes som det bestemte integral for « € [a : b]. Dette vises
i afsnit 6.1 og skrives som

b
A:/ f(z)dx (6.6)

Arealet under grafen for intervallet [z : xo + Az]| kan skrives ved hjeelp af arealfunktionen som
Az + Az) — A(zo) (6.7)

Vi ser at areal er mellem den lille kolonne med areal f(z¢)Axz og den store kolonne med areal
f(xo + Az)Ax, dvs.

f(xo)Azx < A(xg + Az) — A(zo) < f(x0 + Az)Ax (6.8)
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f(x0+Ax)
f(xo)

—

a Xo xg*tAx b

Figur 6.3: Arealet for kolonne mellem zy og xg + Ax.

Vi dividere med Az A( Ax)— Alro)
xo+ Ax) — A(x
f(zo) < 0 s O < f(xo + Az) (6.9)

og ser at midterste led er arealfunktionens differenskvotient. Vi tager nu graenseveerdien for
Az — 0

A(xo + Az) — A(zo)
Az
Herved bliver differenskvotienten til differentialkvotienten af arealfunktionen, og f(z¢ + Az) —

f (o)

li < I < i A 1
A, Fo) = i = iy flro+ 80 (610

f(xo) < A'(zo) < f(20) (6.11)

Dette kan kun lade sig ggre, nar
Al(z) = f(z) (6.12)

/A’ dk:_/f (6.13)

og ser far derfor, at A(x) er en stamfunktion til f(x)

Vi integrere pa begge sider

A(x) = F(x) +k (6.14)
Dermed er det gra areal lig med
A(b) — A(a) =F(b)+k — (F(a) + k) = F(b) — F(a) (6.15)

Vi har derfor nu vist at arealet under grafen er givet ved

b
/ F@)dz = F(b) — F(a) (6.16)
Vi indfgrer nu notationen
[F(x)]; = F(b) - F(a) (6.17)
og har nu ,
[ f@ds = [F@): = FO) - Fo) (6.15)
Q.E.D

Side 44



U/ N O R D Matematisk Bevissamling

6.3 Kurvelengde

Saetning

Leengden af en graf for en kontinuert funktion f(z) for € [a;b] beregnes som det bestemte
integral

A= /b\/1+f’(x)2d:1:

Bevis

Vi skal bestemme laengde af grafen for f(z) fra z = a til z = b. Vi gor dette ved at inddele
intervallet 1 et antal kolonner hver med bredde Ax. Antallet af kolloner ma saledes veaere
_b—a
Az

n (6.19)

As.
Ay.

I

Figur 6.4: Leengde af en graf. Den i’te kolonne har bredde Ax.

Den i’'te kolonne er skitseret i figur 6.4. Kolonnen har bredde Az, og en tilngermet veerdi for
leengden af kurvestykket bestemmes ved hjezlp af Pythagoras seetning som

As; = \/Az? + Ay? (6.20)

Vi forlaenger Ay? med Ax? og far dermed

Ay \?
As; = \/A:L‘2 + Az? . <Ai> (6.21)

Vi seetter Az? uden for en parentes

As; = | Az? - (1 + (i%y) (6.22)

Ved benyttelse af regneregler for kvadratrod va-b = /a - Vb fas

Asi = 4[1 4 (BY " A (6.23)
‘o Az ’
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Den samlede kurveleengde er tilnsermelsesvis summen af alle kurvestykker

. & Ay; 2
L= Asi=)»_ 1+<M) Az (6.24)
=1 =1

Nar vi tager greenseveerdien Ax — 0 svarer det til n — co, og summen af de sma rettelinede
kurverstykker vil nserme sig leengden af grafen

L= 1im Sy 14 (2u * A (6.25)
_Aa:—>0 =1 Ax ’

Fra differentialregningen har vi at

lim = = () (6.26)

og summen skrives som det bestemte integral
b
L :/ V14 f(z)%dx (6.27)
a

Q.ED
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6.4 Volumen af omdrejningslegeme roteret om x-aksen

Saetning

Volumet af et omdrejningslegeme, begraenset af en funktion f(z), der er roteret omkring x-aksen,
for « € [a; b] beregnes som det bestemte integral

b
v_/ ~(f(2))2da

Bevis

f(x)

Figur 6.5: Volumen af omdrejningslegeme roteret om x-aksen. Den i’te skive har bredde Az og
radius givet ved f(z;).

Vi skal bestemme volumet af det gra omrade vist i figur 6.5(til hgjre), hvor = € [a;b]. Formen
er fremkommet ved at rotere grafen for funktionen omkring x-aksen. Vi finder volumet ved at
inddele intervallet i et antal skiver hver med bredde Az. Antallet af kolloner ma saledes vaere

_b—a
"I A

(6.28)

Den i’te skive har saledes x-koordinat x; og har dermed radius givet ved f(x;), og arealet af den
1’te skive er derfor

Ay = m(f(x:)? (6.29)
og volumet af skiven er
Vi = n(f(2:))? - Az (6.30)
Summen volumerne for alle skiver
S Vi=> w(f(x))?- Az (6.31)
i=1 i=1

er saledes tilnsermet volumet af omdrejningslegemet.

Nar vi tager greenseveerdien Az — 0 svarer det til n — 0o, og summen af skivernes volumener
vil naerme sig det gra omrade. Vi har derfor at volumet af omdrejningslegemet vist som det det
mgrkegra omrade er

V= lim Y 7(f(x))? Az (6.32)
og altsa givet ved det bestemte integral
b
V= / 7(f(z))*dx (6.33)
Q.E.D
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6.5 Overfladeareal af omdrejningslegeme roteret om x-aksen

Saetning

Overfladearealet af et omdrejningslegeme, begrzenset af en funktion f(x), der er roteret omkring
x-aksen, for x € [a;b] beregnes som det bestemte integral

b
A_/ on f(2) /1 + f(2)2da

Bemaerk i gvrigt, at dette er arealet uden endeflader. Hvis de to endeflader skal regnes med,
beregnes disse som to cirkelskiver med radius henholdsvis f(a) og f(b)

Aendeflader = 7['f(CL)2 + ﬂ-f(b)z (634)

Bevis

f(x)

Figur 6.6: Arealet af omdrejningslegeme roteret om x-aksen. Den i’te skive har bredde Ax og
radius givet ved f(z;).

Vi beviser fgrst for overfladeareal uden endeflader. Vi skal bestemme arealet af det gra omrade
vist i figur 6.6(til hgjre), hvor = € [a;b]. Formen er fremkommet ved at rotere grafen for funk-
tionen omkring x-aksen. Vi finder arealetet ved at inddele intervallet i et antal skiver hver med
tykkelse Ax. Antallet af kolloner méa saledes veere

b—a
n= (6.35)
Sideleengden af den i’te skive er givet ved
Ay; ?
As; =14/1 -A .
s + <A:U) x (6.36)

som forklaret i afsnit 6.3 og figur 6.4.

Den i’te skive har saledes x-koordinat x; og har dermed radius givet ved f(x;), og omkredsen
af den i’te skive er derfor

Oi = 27Tf(.%‘i) (637)

og det ydre areal af skiven er

Ayi\?
A = 0; - As; = 21 f(z)y 1+ (:;) Az (6.38)

Summen af areal for alle skiver

n n Az 2
;Ai :;%f(xi) 1+ <A3;> Az (6.39)
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er saledes tilnsermet arealet af omdrejningslegemet.

Nar vi tager graenseveerdien Ax — 0 svarer det til n — 0o, og summen af skivernes overfladea-
realer vil nserme sig det gra omrade. Vi har derfor at arealet af omdrejningslegemet vist som
det det mgrkegra omrade er

o - Ayi 2
A_Algoiz:;%f(xl)ww (m) Az (6.40)

Fra differentialregningen har vi at

Ay; /
= i 41
A;:IEO Ax F(wi) (6.41)

og summen skrives som det bestemte integral

b
A :/ 2 f(x)/1+ f'(x)%dx (6.42)

Hvis figuren er lukket og de to endeflader skal regnes adderes med deres areal. Eftersom de har
cirkelform med radius hhv. f(a) og f(b) er arealet af de to endeflader givet ved

A=7f(a)®+7f(b)? (6.43)

Q.E.D
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6.6 Volumen af omdrejningslegeme roteret om y-aksen

Saetning

Volumet af et omdrejningslegeme, begraenset af en funktion f(z), der er roteret omkring y-aksen,
for « € [a; b] beregnes som det bestemte integral

V= /b 2rx f(x)dx

Bevis

f(x)

Figur 6.7: Volumen af omdrejningslegeme roteret om y-aksen. Den i’te skive har bredde Az og
radius givet ved x og hgjden f(x;).

Vi skal bestemme volumet af det gra omrade vist i figur 6.7(til hgjre), hvor x € [a;b]. Formen
er fremkommet ved at rotere grafen for funktionen omkring y-aksen. Vi finder volumet ved at
inddele intervallet i et antal ringe hver med tykkelse Az. Antallet af ringe/kolonner ma saledes
vaere

(6.44)

Den i’te ring har saledes x-koordinat x; og har dermed radius givet ved x;, og omkredsen af den
1’te ring er derfor
O; = 2nx; (6.45)

og volumet af ringen er
Vi =2mx; f(x;) Az (6.46)

Summen volumerne for alle ringe
S Vi=> 2mwif(zi)Ax (6.47)
i=1 i=1

er saledes tilnsgermet volumet af omdrejningslegemet.

Nar vi tager greenseveerdien Az — 0 svarer det til n — oo, og summen af ringenes volumener
vil neerme sig det gra omrade. Vi har derfor at volumet af omdrejningslegemet vist som det det
gra omrade er

n
v A;g(); i f(zi) Ax (6.48)
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og altsa givet ved det bestemte integral

V= /b 2nx f(z)dz (6.49)

Q.ED
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T1 Y =a-y

Saetning

Differentialligningen ¢ = a - y har den fuldsteendige lgsning y = ¢ - %%,
hvor a og c er reelle tal, og a # 0.

Ligningen kan udtrykkes saledes:
En funktions differentialkvotient 3’ er proportional med funktionen selv.

Bevis

Det ses umiddelbart, at for 3/ = 0 har vi en konstant funktion, dvs. y = c. Dette svarer til, at
konstanten a = 0.

For a # 0 gaelder fglgende

dy
- = 7.1
priake (7.1)
Variablene separeres med y pa venstresiden og x pa hgjresiden
1
—dy =a-dx (7.2)
Yy

Nu integreres pa begge sider af lighedstegnet

/;dy = /a.dx (7.3)

og bestemmer pa den made stamfunktion. Der kommer en integrationskonstant pa begge sider,
]{21 og kg
In(ly]) + k1 =a-x+ ko (7.4)

k1 treekkes fra pa begge sider af lighedstegnet og de to konstanter samles pa den méade pa
hgjresiden i en konstant k3 = ko — k;

In(ly|) = a-z+ ks (7.5)

Det bemserkes, at man kun kan tage logaritmen til en positiv veerdi, og stamfunktionen til
% er saledes In(|y|). Der tages eksponentielfunktionen pa begge sider. Eftersom den naturlige

logaritme og eksponentialfunktion er omvendte funktioner, dvs. e/(®) = z fas

ly| = evoths (7.6)
Ved anvendelse af potensregnereglen ™" = a™ - o™ fas

ly| = e . eks (7.7)

Der indfgres en ny konstant k4 = e*¥. Det bemaerkes, at k4 har positiv veerdi, eftersom vaer-
dimaengden af eksponentialfunktionen er alle reele tal stgrre end 0.

ly| = kg - e (7.8)

Den numeriske veerdi af y kan haeves, ved at indfgre en ny (og sidste) konstant ¢, da vi kan vaelge
fortegn pa konstanten, saledes at ¢ = +ky

y=c-e"” (7.9)
QE.D
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72 yY=a-y+>b

Saetning

Differentialligningen 4/ = a - y + b har den fuldsteendige lgsning y = —g +c- e,
hvor a, b og c er reelle tal, og a # 0.

Ligningen kan udtrykkes saledes:
En funktions differentialkvotient 3’ er lineser afhsengig af funktionen selv.
7.2.1 Kort bevis ved benyttelse af substituion

Vi har ligningen
Y =a-y+b (7.10)

Vi indfgrer betegnelsen y = f(z), sa ¢y = f'(x) og far dermed

@) =a-fz)+b (7.11)
Andet led forleenges med a, dvs. b ganges og divideres med «a
, b
fl@)=a f(z)+a - (7.12)

a seettes uden for parentes

ra=a- (1@+ ) (7.13)

Vi indfgrer nu funktionen g(z) = f(z) + 2. Da sidste led £ er konstant, har vi ¢/(z) = f/(z). Vi
substituere i ligningen og far

g (x)=a-g(x) (7.14)

Dette svarer til ligningen v’ = a - y, med den generelle lgsning y = ¢ - €%, sa vi har altsa

g(x) =c- e (7.15)
Vi genindforer f(x) og far
b
flx) = —5—1-6-6‘”” (7.16)
Vi genindfgrer y = f(z) og far
b
y=——+c-e” (7.17)
a

Q.ED

7.2.2 Langt bevis ved benyttelse af separation af variable

Vi ser umiddelbart, at for y' =0 har via-y+b =0, dvs. y = —g. Dette svarer til, at konstanten
c=0.

For a -y + b # 0 gaelder fglgende
dy

Y —a- b 7.18
eyt (7.18)
Vi separerer variablene med x pa hgjresiden og y pa venstresiden
dy
=d 7.19
i (7.19)
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Vi indfgrer variablen u med henblik pa substitution

u=a-y+b (720)
Vi differentierer u med hensyn til y
du/dy = a (7.21)
Vi ganger med dy og dividerer med a og far derved
1
dy = —du (7.22)
a
Vi substituere i ligningen ovenfor
d 11
L (7.23)
a-y+b au

Nu integreres pa begge sider af lighedstegnet

/iidu: /dx (7.24)

og bestemmer pa den made stamfunktion. Der kommer en integrationskonstant pa begge sider,
men de samles pa hgjresiden i én konstant kq

1
o In(|u|) =z + k1 (7.25)

Det bemaerkes, at man kun kan tage logaritmen til en positiv veerdi, og stamfunktionen til % er
saledes In(|u|). Der ganges med a pa begge sider af lighedstegnet

In(ju|) =a -z + ko (7.26)

hvor ko = a - k1. Vi tager nu eksponentielfunktionen pa begge sider

ju| = etk (7.27)
Vi anvender potensregnereglen ™" = g™ - q"
lu| = e ek (7.28)

Nu idfgres en ny konstant k3 = e€*2. Den numeriske vaerdi af u kan heeves, da vi kan veelge
fortegn pa konstanten, saledes at for k4 = +ks har vi

u=ky e (7.29)
Nu substitueres uw = a - x + b ind i ligningen igen
a-xr+b=ky e (7.30)

Traekker b fra pa begge sider og dividere igennem med «

bk
y=——+— e (7.31)
a a

Indfgrer en ny konstant ¢ = %4 og far derved

b
y=—-+c-e® (7.32)

Q.E.D
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7.3 Den maksimale haxldning for logistisk vaekst

Saetning

Den storste tangenthaeldning for en logistisk vaekstkurve er 3/ = i -k - a2 og findes hvor y = %a
, nar veekstkurven er bestemt af ligningen v = k-y-(a—y) , hvora>0o0g k >0 .

7.3.1 Bevis ved benyttelse af parablens toppunkt

Vi har folgende differentialligning
y=k-y-(a—y) (7.33)

Ganger k -y ind i parentesen
y =k-a-y—k-y’ (7.34)

y' ses at vaere en funktion af y, og vi saetter y' = g(y)
gy)=(k-a-y—k-y°) (7.35)
Vi ser at dette er et andetgrads polynomium, hvis graf kaldes en parabel

gy)=A-y*+B-y+C (7.36)

hvor A= —k , B=Fk-a og C =0 . Parablens toppunkt er givet ved T = (—%, —BQZIiAC . Vi
ser derfor at den maksimale heeldning findes, hvor y er givet ved toppunktets x -koordinat
B k-a 1

Y= —5i= "5 5= 3¢ (7.37)

Den maksimale haeldning bestemmes ved at indsaette i differentialligningen

1 1 1
v =k- 2@ (a— ia) = ZkaQ (7.38)

Q.E.D

7.3.2 Bevis ved benyttelse af maksimering

Vi har fglgende differentialligning
y=k-y-(a—y) (7.39)
Ganger k -y ind i parentesen

y=k-a-y—k-y (7.40)

y' svarer til haeldningen, som vi her vil kalde « . Vi ser fra differentialligningen at « afhsenger
af y , og a kan derfor betragtes som en funktion af y

aly)=k-a-y—k-y? (7.41)
Vi differentierer o« med hensyn til y og seetter lig med nul for at finde den maksimale vaerdi
dy)y=k-a—2-k-y=0 (7.42)
Vi skal isolere y . Vi laegger 2 - k - y til pa begge sider af lighedstegnet
2-k-y=k-a (7.43)
og dividere med 2k pa begge sider

1
y= 30 (7.44)
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Den maksimale haeldning findes altsa hvor y = %a. Den maksimale haeldning bestemmes ved at
indsaette i differentialligningen

1 1 1
v =k- 3¢ (a— 5(1) = Zka2 (7.45)

Q.E.D
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8.1 Volumen af en kugle

Saetning
Volumet af en kugle beregnes som

v dm 4

= —r
3
Bevis
r
fix)

Figur 8.1: Volumen af kugle bestemmes ud fra omdrejningslegemet af en halvcirkel roteret om
x-aksen.

Vi bestemmer volumet af en kugle som volumet af et omdrejningslegeme af en halvcirkel, og vi
folger saledes kapitel 6.4.

En cirkel med centrum i (0,0) og med radius r er givet ved ligningen
2?4yt =1r? (8.1)
Vi traekker 22 pa fra pa begge sider af lighedstegnet
y? =r? —2? (8.2)
Der er to lgsninger (som er skitseret i figur 8.1)
y=vVr2—122 og y=-—-VrZ—a2 (8.3)

for hhv. y > 0 og y < 0. Da vi kigger pa et omdrejninglegeme, benytter vi i det folgende blot
den fgrste for y > 0.

Vi har altsa funktionen
flx) =vr?—a? (8.4)

Volumet af omdrejningslegemet er givet ved

b
V= / (f(x))2dz (8.5)

hvilket er bevist i kapitel 6.4. Vi indseetter funktionsudtrykket

T 2
Vv :/ T2 — 2% dx (8.6)

T
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Kvadratroden og eksponenten 2 gar ud med hinanden, og 7 er en konstant, der gar uden foran
interegralet

V= 7T/T (r? — 2%)dx (8.7)

Bestemmer stamfunktion

1 5]"
V=mr [(7’2 LT — xs)] (8.8)
3 —r
Indsaetter greenserne (og husker minus for nederste graense)
3 L3 3, 13
V=n(®— ord = (=r3 4+ -r?)) (8.9)
3 3
Haever minusparentesen
1 1
V=n(®—r3 13— 2r%) (8.10)
3 3
Seetter r3 uden for parentes
1 1
V=rl-s+1-2) 8.11
n(l—3+1-2)r (8.11)

Seetter pa feelles brgkstreg
T———7

V= 8.12
; (8.12)
Og far dermed
4
V= —;rr?’ (8.13)

Q.E.D
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8.2 Overfladearealet af en kugle

Saetning

Overfladearealet af en kugle beregnes som

V = d7r?

Bevis

fx)

Figur 8.2: Overfladearealet af kugle bestemmes ud fra omdrejningslegemet af en halvcirkel roteret
om x-aksen.

Vi bestemmer overfladearealet af en kugle som overfladearealet af et omdrejningslegeme af en
halvcirkel, og vi fglger saledes kapitel 6.5.

En cirkel med centrum i (0,0) og med radius r er givet ved ligningen
2t 4 y? =02 (8.14)
Vi traekker 22 pa fra pa begge sider af lighedstegnet
y =12 —a? (8.15)
Der er to lgsninger (som er skitseret i figur 8.1)
y=vVr2—z2 og y=—\r?2—2a2 (8.16)

for hhv. y > 0 og y < 0. Da vi kigger pa et omdrejninglegeme, benytter vi i det folgende blot
den fgrste for y > 0.

Vi har altsa funktionen
flz) = Vr? — 22 (8.17)

Vi skal ogsa bruge differentialkvotienten af funktionen. Det er en sammensat funktion med
ydrefunktion y(z) = \/z og dermed y/'(x) = ﬁ;} og en indre funktion i(x) = r? — 2% og dermed

i'(x) = —2x, og vi har saledes ved brug af keedereglen
1 1 x
M) — = o) =
fi(z) = W * (—2x) = o (8.18)
og vi har derfor at
2
N2 %

f@)” = ) (8.19)
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Overfladearealet af omdrejningslegemet er givet ved

b
A:/ 2rf(z)\/1+ f'(x)%dx

hvilket er bevist i kapitel 6.5. Vi indseetter funktionsudtrykket og den afledte funktion

r 2
A= 277\/7“2—952-\/1—{—%@:
. r2—z

Ganger de to kvadratrgdder sammen

2. (2 2
A_/TQW\/TQ—JU?—%H; (2 — %)
. r2 — g2

Forkorter (r? — x2) i sidste led

,
A= 2w/ 1?2 — 22 4+ 22dx

-

x? gar ud pga. fortegn

A= / 2mVr2dx

—r

Radius er altid en positiv stgrrelse og vi har nu

A:/ 2mrdx

Bestemmer stamfunktion, idet 27 er konstanter
A= [2nrz]”,
Indseetter greenserne (og husker minus for nederste graense)
A=2qr-r—2mr-(-r)

Hvorved vi far
A = 47r?

Q.E.D
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8.3 Volumen af en kegle

Saetning

Volumet af en kegle beregnes som

Bevis

=
N—

Figur 8.3: Volumen af kegle bestemmes ud fra en ret linje roteret om x-aksen.

Vi bestemmer volumet af en kegle som volumet af et omdrejningslegeme af en ret linje (se figur
8.3, og vi folger saledes kapitel 6.4.

Vi leegger keglen med top i Origo (0,0), og siden giver saledes en ret linje med haeldningskoeffi-
cient . Siden udggr derfor en ret linje beskrevet af funktionen

T (8.29)
Volumet af omdrejningslegemet er givet ved

b
V= / w(f(2))2da (8.30)

hvilket er bevist i kapitel 6.4. Vi indseetter funktionsudtrykket

by
V= / (L 2)2da (8.31)
0 h
Som giver
h r2 )
V:/ T3 dx (8.32)
0

Da 7, r og h er konstanter, kan de seettes uden for integrationen

r2 h )
V=nr—= / z°dx 8.33
h2 0 ( )
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Bestemmer stamfunktion

r? [1 3 h
V=r- [x ] (8.34)
h? 3" |,

Indsaetter graenserne, og eftersom nederste greense er 0 giver den 03 = 0, s& det skriver vi ikke

v—al Lo (8.35)
= TMT— " — .
h? 3
Da Z—z = h fas
1
V= gim? (8.36)
Eftersom bunden af keglen er cirkulzer er grundfladen
G = 7r? (8.37)
og vi har derfor
1 T
=_h-G==h-r? .
Vv 3 G gh-r (8.38)

Q.E.D
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8.4 Overfladearealet af en kegle

Saetning

Overfladearealet af en kegle beregnes som

A=nmrs

Bevis

Figur 8.4: Volumen af kegle bestemmes ud fra en ret linje roteret om x-aksen.

Vi bestemmer volumet af en kegle som volumet af et omdrejningslegeme af en ret linje (se figur
8.4, og vi folger saledes kapitel 6.4.

Vi leegger keglen med top i Origo (0,0), og siden giver saledes en ret linje med haeldningskoeffi-
cient ;. Siden udggr derfor en ret linje beskrevet af funktionen

- (8.39)
Haeldningskoefficienten af funktionen er

f(@) = % (8.40)

Overfladearealet af omdrejningslegemet er givet ved

b
A= / 2rf(x)\/1+ f'(x)%dx (8.41)

hvilket er bevist i kapitel 6.5. Vi indsaetter funktionsudtrykket og den afledte funktion

A—/hz Loz 14 ()2 (8.42)
= o 7Th X h X .

Eftersom ,/1+(%)2:\/1+;72: %: %:%harvinu

h s
A= | ol 2. 24 4
/0 Tz pde (8.43)
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m, r, s og h er konstanter og kan flyttes uden for integrationen

h
A= 27% 2/0 vdz (8.44)
Bestemmer stamfunktion .
r s |1,
Indsaetter graenserne, og eftersom nederste greense er 0 giver den 02 = 0, s& det skriver vi ikke
r s 1
A=2m—- " -h? 46
"R 2 (8.46)

Da h? star i bade teeller og neevner, gar den ud, og vi har

A=rrs (8.47)

Q.E.D
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8.5 Volumen af en keglestub

Saetning

Volumet af en keglestub beregnes som

1

Bevis

N

Figur 8.5: Volumen af keglestub bestemmes ud fra en ret linje roteret om x-aksen.

Vi bestemmer volumet af en keglestub som volumet af et omdrejningslegeme af en ret linje (se
figur 8.5, og vi fglger saledes kapitel 6.4.

Keglestubben har hgjden h, og mindste radius r, og storste radius R. Keglestubben har saledes
den lille grundflade
g =mr? (8.48)

og den store grundflade

G =nR? (8.49)

Vi leegger keglestubben med den mindste grundflade ved top i Origo (z = 0), og siden giver
saledes en ret linje med haeldningskoefficient R;T. Siden udggr derfor en ret linje beskrevet af
funktionen

f(x):R;T-err (8.50)

Volumet af omdrejningslegemet er givet ved

b
vz/ 7(f(z))*dx (8.51)
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hvilket er bevist i kapitel 6.4. Vi indseetter funktionsudtrykket

h 2
R—
V:/ ’7T< T-x—i—r) dz (8.52)
0 h
Benytter forste kvadratseetning (a + b)? = a? + 2ab + b? og far
h 2
R— R—
V:/Ow<(h2r)~a:2+2r hr-m+r2>d$ (8.53)
Bestemmer stamfunktion
—r? 1 — h
V= w<w-3x3+rw-x2+r2-m]o> (8.54)

Indseetter graenserne, og eftersom nederste graense er 0 giver den 03 = 0% = 0! = 0, sa det skriver
vi ikke ( 2
R—r 1,5 R—r , 9

DaZ—z:hog%Q:hfés
1
V=n <3h(R—r)2h+r(R—r)h+r2h> (8.56)
Vi saetter h uden for parentes og parenteserne ganges ud

1
V:w(gRQ—i—rZ —2Rr+Rr—r*+71%) - h (8.57)

Hvorved vi far .
V=n <3(R2 + 1% — 2Rr) + Rr) (8.58)

% ganges ind i parentesen og sidste led ganges med %

1 1 2 3
V =T <3R2 + 57“2 — gRT’) =+ 3RT> (859)
Og vi har
1% 1R2+12+1R) (8.60)
=7 — =T —nr .
3 3 3

% seettes nu uden foran parentes og vi har

1
V= gw(R2 + 1%+ Rr)) (8.61)

Vi ganger 7 ind i parentesen og eftersom 7 - Rr = 7 - VR2r2 = V72R2r2 og da G = 7R? og
g = 7r? har vi nu

1
V:§h-(G~|—g+\/Gg (8.62)

Q.E.D
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9.1 Langden af en vektor

Saetning

Ay

For en vektor givet ved @ = ( > beregnes lzengden som

|ld| = \/a%+a§

ay

Bevis

|ay|

Figur 9.1: Leengden af en vektor er givet ved vektorens koordinater.

Fordi vi har et retvinklet koordinatsystem kan vi ud fra vektorens koordinater konstruere en
retvinklet trekant. Hypotenusen svarer til @ og leengden af vektoren er derfor leengden af hy-
potinusen, mens lengderne af to kateder er henholdsvis |a,| og |ay|'. Lengden af vektoren |d]

beregnes ud fra Pythagoas’s saetning
jdl = y/laxl* + |ay|? (9.1)

Eftersom vi tager koordinaterne i anden potens og (—z)? = | — z|?> = 22 kan vi droppe nume-

risktegnene pa koordinaterne
|d| = /a3 + a (9.2)

Q.E.D

'Numerisktegnene er for de tilfeelde, hvor en eller begge koordinater er negative, og vi har brug for trekantens
sideleengder
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9.2 Skalarproduktet

Saetning

Ay

Skalarproduktet mellem to vektore givet ved d = (a
Y

> og b= (ZI> beregnes ud fra koordina-
Yy

terne som
a-b=az by +ay-by

eller ud fra vektorleengder og vinklen v mellem de to vektore som

@-b=|a-|b| - cos(v)

Bevis

QY

Q|

Sl

Figur 9.2: Vektorene @ og b med vinklen v imellem sig, danner en trekant med ¢ = a — b.

Vi danner en trekant med siderne givet ved @ og b samt
G—d—b— (af”:bff) (9.3)

Sidelzengderne er saledes givet ved |dl, [b] og |, hvor f.cks. |@| beregnes som

|d@| = (/a2 +a (9.4)

Vi benytter cosinusrelationen (se evt. kap. 2.3) og far derved

& = (a2 + B2 —2- @5 - cos(v) (9.5)
Vi treekker |¢]? fra og laegger 2 - @ - b- cos(v) til pa begge sider af lighedstegnet
2.a@-b-cos(v) = |al® +b)* — |&? (9.6)
og ganger igennem med %
. 712 b2 — 132
d . b- COS('U) = w (97)
Hgjresiden beregnes ud fra 9.4 og tilsvarende for leengden af de andre vektore
j@* + b2 — |2 _ az +ay + b2 + 0 — (ae = bs)? — (ay — by)” (9.8)
2 2 '
Vi benytter og af anden kvadratssetning (a — b)? = a® + b* — 2ab
@2 + b)2 — |2 _ a2 +al + b2 + b2 — a2 — b2 + 2a,b, — al — b2 + 2a,b, ©.9)

2 2
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2 b2, a2 bf/ gar ud og vi har

Qg Oy Y

@2 + b2 — |d* _ 2a.b, + 2a,b,
2 2

= azb; + ayb, (9.10)

Substituerer tilbage i 9.7
a-b-cos(v) =ag by +ay-by (9.11)

og hgjreside og venstreside defineres som to forskellige mader at beregnes skalarproduktet.

Q.E.D

Side 72



U/ N O R D Matematisk Bevissamling

9.3 Vektorprojektion

Saetning

Projektionen af vektor b pa @ beregnes som

N

I
E‘ o
[\ (0]

ISI

Bevis

Figur 9.3: Vektorprojektion. by er b projekteret pa @ og €, er en enhedsvektor i @ ’s retning.
Venstre: spids vinkel, hgjre: stump vinkel.

Vi definerer en enhedsvektor i @ ’s retning som

—

Co = 5 9.12
e(l ‘6’ ( )
Spids vinkel
Det ses fra figur 9.3 at for en spids vinkel har vi
by =1-&, (9.13)
hvor ¢ er en positiv faktor givet ved
t = |bg| (9.14)

Vi har en retvinklet trekant med hypotenuse \5\ og vi kan bestemme cosinus til en vinkel som
forholdet mellem hosliggende katede og hypotenusen
b,

cos(v) = |£f| (9.15)

det vil sige at |by| og dermed faktoren ¢ kan skrives som
t = |b] - cos(v) (9.16)

Vi forleenger |d@| og far derved
|l - [b] - cos(v)

t = _
|l

(9.17)
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Teelleren svarer til skalarproduktet mellem @ og b og vi har

SI
S

t=

l

Vi seetter 9.12, 9.13 og 9.18 sammen og far derved

- db
bo =55 -a
“laP
Stump vinkel
For en stump vinkel har vi
b, =—t- €,

hvor ¢ er en positiv faktor givet ved
t = |ba| = b - cos(180° — v) = —b - cos(v)

og vi har derfor
a |dl-|bl-cos(v) a-

by = b - cos(v) -

a

jal? |al

Q.E.D
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9.4 Arealet af to vektorers udspsendte parallelogram

Saetning

a
Y
beregnes ud fra koordinaterne som

A =lag - by —ay - byl

Arealet af den udspaendte trekant er

At:%\ar'by—ay-bﬂ

Arealet af det udspaendte parallelogram mellem to vektore givet ved @ = <az) og b=

Bevis

Figur 9.4: Venstre: Det udspzendte parallelogram mellem to vektorer. Hgjre: Areal af den ud-

spaendte trekant.

Pa figur 9.4(hgjre) ses de to vektorer, samt et rektangel, der netop omslutter vektorerne. Arealet

af rektanglet er
Ar =az - by

De omkringliggende trekanter har areal

Ag = %(am —by) - (by — ay)
Az = %am S ay
Arealet af den udspaendte trekant er differensen
A=A, — A1 — Ay — Az
Ved indsaettelse af ligning 9.23-9.26 fas
At:aﬂc‘by_%bw'by_%(%_bz)‘(by_ay)_%aw‘ay
Ganger parenteserne sammen

1 1 1 1 1 1
Ay =ag by — 5by - by — 50, - by + 505 - ay + 50 - by — 5by - ay — 505 - ay
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2. 0g 5. led pa hgjresiden af ligningen gar ud med hinanden, og ligesa gar 4. og 7. led ud. Tilbage

har vi
Ay =ag - by — %aw by — %bm - Gy (9.30)
Vi reducere 1. og 2. led og far
Ay = %a, by — 3b, - ay (9.31)
Seetter % uden for parentes
Ay = Yag by — by - ay) (9.32)

Det bemeerkes, at hvis de to vektorer havde veere byttet om, havde vi faet arealet A = %(bx .
ay — ay - by), altsa ligesom for blot med modsat fortegn. Eftersom aralet skal have en positiv
stgrrelse, tager vi den den numeriske veerdi, og far derved arealet af den udspeendte trekant til

At:%\ax'by—bx'ay] (9.33)

Eftersom det udspeendte parallelogram er dobbelt sa stort som den udspeendte trekant, har vi
at arealet af det udspzendte parallelogram er

A =|ag - by — by - ayl (9.34)

QED
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10.1 Linjens parameterfremstilling

Saetning
Tx

En ret linje i rummet, som har en retningsvektor 7 = [ r, |, og som gar gennem punktet
Tz

Py = (x0, Y0, 20), kan beskrives ved parameterfremstillingen

T i) Ty
yl=1v ]|+t Ty
z 20 Ty

hvor t er en parameter, som tilhgrer alle reelle tal.

Bevis

Figur 10.1: Ret linje i rummet beskrevet ved et kendt punkt og en retningsvektor.

Vi skal beskrive en linje, som gar gennem et kendt fast punkt med koordinaterne Py = (xq, yo, 20)-
Tx

Retningsvektoren 7= [ 7, | er parallel med linjen, og beskriver dermed linjens retning. Ethvert
Tz

punkt P = (z,y, z) pa linjen beskrives ved stedvektoren til P, som ogsa findes som summen af

stedvektoren til Py plus vektoren fra Py til P

——
OP = OF, + RyP (10.1)
Stedvektoren til P er givet ved koordinaterne til P

0P = |y (10.2)

z
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og tilsvarende er stedvektoren til Py

OP() = Yo (103)
<0

Vektoren fra Py til P gar i linjens retning, og ma derfor veere en faktor gange retningsvektoren

Pgﬁ:t-F teR (10.4)
Ved at indsaette 1 10.1 har vi
T o Ty
yl=|w | +t-|ry (10.5)
z 20 T,

Q.E.D
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10.2 Planens ligning pa normalform

Saetning
a

En plan i rummet, som har en normalvektor 7 = | b |, og som gar gennem punktet Py =
c

(20, Y0, 20), kan beskrives ved ligningen

ar+by+cz+d=0

hvor d = —(a-xo+b-yo+ ¢+ 20).

Bevis

Figur 10.2: En plan i rummet beskrevet ved et kendt punkt og en normalvektor.

Vi skal beskrive en plan, som gar gennem et kendt fast punkt med koordinaterne Py = (o, yo, 20)-
a

Normalvektoren @ = | b | er vinkelret pa planen, og beskriver dermed planens retning. For
c

ethvert punkt P = (z,y, 2) i planen geelder saledes at vektoren fra Py til P er vinkelret med 7.

Det betyder, at vinklen mellem de to vektorer er 90° og skalarproduktet er dermed 0

it - PoP = |ii] - PP - cos(90°) = 0) (10.6)

Vektoren Poﬁ har koordinaterne
r — X
P()?‘ = Y —1Yo (107)
Z— 20

og vi kan nu skrive skalarproduktet ved hjelp af koordinaterne

ﬁ-Po_}%:a-(:B—xo)—l—b-(y—yo)-i-c-(z—zo):0 (10.8)
Ganger ind i parenteserne
a-(x—x0)+b-(y—yo)+c-(z2—20)=ax—axo+by—byo+cz—czp=0 (10.9)
Flytter rundt pa leddene og substituere d = —axg — byg — czp og far
ar +by+cz—axg—byy—czo=axr+by+cz+d=0 (10.10)

Q.E.D
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11.1 Den harmoniske rackke

Saetning
Den harmoniske raekke
oo
§23—1+—+1+1+
n =2 3 4
n=1
divergerer, dvs. gar mod oc.
N
lim — =
N—oo — n

Bevis

Vi adderer 3. og 4. led, 5.-8. led osv.

o0

n=1

Eftersom % > % har vi

Tilsvarende, eftersom % > é > % > % har vi

1 1 1 1 _ 4

1
57678 8 2
Derfor er

=1 1 1
E:E>1+—+—+—+m

n=1

Dette ma ngdvendigvis ga mod oo, og den harmoniske rackke gar derfor mod oo.

Q.E.D
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11.2 Newtons metode

Saetning

For en differentiabel funktion f(x) er Newtons metode en iterativ proces til bestemmelse af
funktionens nulpunkter, dvs. at bestemme x* for hvilket f(z*) = 0. Lad z¢ veere initialveerdi,
Newtons metode til bestemmelse af nulpunkter defineres da af talfglgen x,, hvor n =0,1,2, 3, ...
og hvor

f(@n) (11.5)

A AC)
n

Bevis

SN

Figur 11.1: Newtons metode til bestemmelse af en funktions nulpunkt, dvs. grafens skeering med
x-aksen.

Vi gnsker at bestemme nulpunktet for en differentiabel funktion f(x). Med initialveerdi xo kan
vi bestemme ligningen for tangenten til f(x) for x = xg

y = f'(z0) - (z — x0) + f(x0) (11.6)

Vi finder nu nulpunktet for tangenten, dvs. tangentens skeering med x-aksen, og kalder denne
veerdi for x1

(o) - (21 = @0) + f(x0) = 0 (11.7)
Traekker f(zo) fra pa begge sider

f'(2o) - (x1 — x0) = — f(0) (11.8)
Dividerer med f/(zg) pa begge sider
f (o)
—Tg = — 11.9
Adderer xy pa begge sider og derved en ligning for z1, som er naeste vaerdi i talfglgen
f(@o)
=1x0— 11.1
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Pa samme made kan vi ud fra tangenten for x = z; bestemme et korrigeret nulpunkt zs som

f(z1)
To =T — 11.11
e (11.11)
og sa fremdeles. Vi kan altsa skrive det som en rekursion hvor
=T, — 11.12
T ) 2
hvor n = 0,1,2, 3, ..., og der fortseettes indtil veerdien er konvergeret mod det gnskede resultat

med tilstreekkelig praecision mht. antal betydende cifre.

Q.E.D

Kommentar

Det skal her kommenteres at hvis der er flere nulpunkter, og dermed et eller flere lokale ek-
stremumspunkter og et eller flere monotoni-intervaller, vil Newtons metode kun give den ene
lgsning. Dette vil afheenge af initialveerdien, som bgr veelges med omhu.

Hvis man har en x-veerdi, som er et ekstremumspunkt, vil man have f'(z,) = 0, og sa vil
metoden helt fejle, da man sa vil dividere med nul.
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12.1 Langden af en banekurve

Saetning

y(?)

Laengden af en banekurve for en vektorfunktion 7(t) = (x(t)) i intervallet [t1;¢2] findes som

to
L= V! (t)? + y(t)%dt
t1

Bevis

Dette bevis minder om beviset for kurvelazengden af en funktion, se kapitel 6.3.

Vi skal bestemme laengde af grafens bane for 7(x) fra t = ¢; til t = to. Vi gor dette ved at inddele
intervallet af t i et antal sma intervaller At¢, hvis antal veere
to — 11
n =
At

(12.1)

As.

7(t)

7(t+ At)

Figur 12.1:

Det i’te interval er skitseret i figur 12.1. Stedvektorens koordinater sendres med Az og Ay og en
tilnsermet veerdi for leengden af kurvestykket bestemmes ved hjezlp af Pythagoras seetning som

As; = \/Ax? + Ay? (12.2)

Vi forleenger hgjresiden med At og far dermed

\/Ax% + Ayi2
As; = +——— At (12.3)

- At

Ved benyttelse af regneregler for kvadratrod % = /3z fas
[Az? + Ay?
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Fra brgkregning har vi “—‘*‘C = ¢ + 3 samt for potensregning ‘Z—; = (%)2 og vi far nu

Az \° Ayi\?
ao=(B2) 4 (B) s 125)

Den samlede kurvelsengde er tilnszermelsesvis summen af alle kurvestykker

L%Zz:;Asl Z (sz> (AA‘Z’)ZA]& (12.6)

Nar vi tager greenseveerdien At — 0 svarer det til n — oo, og summen af de sma rettelinede
kurverstykker vil nserme sig leengden af grafen

. n ACL‘Z 2 Ayl 2
L= AligloZAsl - Aliiloz; ( At > + ( At ) At (12.7)

Fra differentialregningen har vi at

—_ = /
A ar = 125)

. Ay o
Ay A =Y @) (12.9)

og nar der tages graensevaerdien skrives summen som det bestemte integral, og har vi nu

:/t2 2/ (1) + o/ (t)2dt (12.10)
t1

Q.E.D
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12.2 Vektorfunktionens overstrggne areal

Saetning

Det overstrggne areal af en banekurve for en vektorfunktion 7(¢) = (582 ) i intervallet [t;to]
findes som .
2

A= [ Llelt) -y () —yt) - /()] dt

t1

Bemaerkninger

Vi kan skrive ssetningen pa forskellig made. Som en determinant

L= /tz Lldet (7(t), 7(1)) | dt (12.11)

eller om skalarprodukt

((t) -7 (t))] dt (12.12)

Bevis

Dette bevis bygger pa beviset for to vektorers udspaendte parallelogram, se kapitel 9.4.

Vi skal bestemme arealet udspeendt af grafens bane for 7(x) fra t = t; til t = t9. Vi gor dette
ved at inddele intervallet af ¢ i et antal sméa intervaller At, hvis antal veere

to — 11

n=x (12.13)
Ar;
t
1 7(t)
t2
7(t + At)
Figur 12.2:
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Det i’te interval er skitseret i figur 12.2. Stedvektorens koordinater sendres med A7(t).

Fra kapitel 9.4 har vi, at i’te areal kan beregnes som arealet af den udspsendte trekant mellem
og A7. Egentlig skal vi benytte —7" og A7, men eftersom vi tager absolutveerdien, svarer det til
arealet af ¥ og AT

Vi omskriver A7 ved at forleenge med At

AF = BT A (12.14)

Nar vi om lidt tager greenseveaerdien At — 0 far vi

AF=17-

B>

t=7(t)- At (12.15)

Vi kan nu beregne det i’te areal som den udspeente trekant mellem

F(t) = (x(t)> (12.16)

0g
() - At = (5’8) At (12.17)

Ved at benytte saetningen for den udspaendte trekant kan vi beregne det i’te areal som

A; = %‘xzy;—yzx;‘At (12.18)

Den samlede areal er tilnsgermelsesvis summen af alle del-arealer

n n

A%ZAi:Z%‘xi-y;fyi-x;}At (12.19)
=1

=1

Nar vi tager greenseveerdien At — 0 svarer det til n — oo, og summen af de sma trekantede
arealer vil nserme sig det overstrggne areal
n n
A= lim ZAZ- = lim Syl — oy - 2| At (12.20)

At—0 4 At—0 4
=1 =1

Nar der tages graenseveerdien skrives summen som det bestemte integral, og har vi nu
to

A= 3 x(t) -y (t) — y(t) - 2/(t)] dt (12.21)

t1

Q.E.D
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