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1 Indledning

Formalet med denne note er at udlede differentialligningerne for op- og afladning af en kon-
densator og vise, at en given funktion er en lgsning. Desuden skal der ses pa halveringstid ved
afladning.

En af arbejdsmetoderne i fysik er udledning af ligninger pa baggrund af kendt teori. Det kan
betragtes som grundlag for en faglig diskussion og vil derfor kunne veere noget, som bl.a. kan
inddrages ved en mundtlig eksamen.

2 Ligninger

Speendingsforskellen U over en kondensator med kapacitans C' ved afladning gennem en mod-
stand R er givet ved

t
U(t) = er_m

hvor Uy er begyndelsesveerdien for speendingsfaldet, og ¢ er tiden.
Halveringstiden T/, ved afladning er givet ved

T1/2 :RCID(2)

Spaendingsforskellen U over en kondensator med kapacitans C ved opladning af en spsendings-
kilde med spaendingsfald Uy gennem en modstand R er givet ved

t
U(t) - UO - er_ﬁ

3 Fysikken bag op- og afladning af en kondensator

Vi skal se pa, hvordan spzendingsforskellen over en kondensator kan skrives op som differential-
ligninger for hhv. afladning og opladning. Vi vil bruge folgende notation

Spaendingsfald over kondensatoren

Spaendingsfald over modstanden

Spaendingsfald over spaendingskilde ved opladning
Begyndelsesveerdi for speending over kondensator ved afladning
Kapacitans

Resistans

Stremstyrke

Ladning

Tid

TONHASSSS



Figur 1: (a) Kredslgb for afladning. (b) Kredslgb for opladning.

Vi har et kredslgb med en kondensator med kapacitans C' og en modstand med resistans R.
Kondensatoren aflades ved, at der lgber en strgm med strgmstyrke I gennem modstanden. Hvis
vi tilfgjer en speendingskilde med konstant spaending Uy vil kondensatoren oplades.

Fra fysikundervisningen ved vi, at summen af alle spsendingsfald over komponenterne i kredslgbet
er lig med spaendingsfaldet over speendingskilden. For afladning uden spsendingskilde har vi

U+Ug=0 (1)

For opladning
U+Ur="Up (2)

Spaendingsforskellen Ur over modstanden er givet ved Ohm’s lov
Up=R-I 3)

Eftersom alle komponenter i kredslgbet sidder i serieforbindelse er strgmstyrken den samme
overalt og er givet som
_ 49

= (4)

hvor @ er kondensatorens ladning og % dermed er den ladning, der lgber gennem kredslgbet i
det infinitimale tidsrum dt.

I

Endelig har vi, at en kondensators ladning er proportionel med speendingsfaldet over den

Q=C-U (5)

4 Afladning af en kondensator

4.1 Differentialligning

Vi skal nu se pa, hvordan vi ud fra (1), (3), (4) og (5) kan vise, at endringen af spsendingen
over kondensatoren kan beskrives ved differentialligningen

v 1

e ©

Vi benytter ligningerne (1)-(5) i den reekkefolge, som de star ovenfor. Vores udgangspunkt er
(1) U 4+ Ug = 0 og vi isolerer spaendingen over kondensatoren U

U=-Ugr
Ved hjelpe af Ohms lov for modstanden (3) Ug = R - I substitueres Ug.

U=-R-I



Strgmstyrken er givet ved (4) I = % og vi har saledes
dQ
U=—-R =
i dt
Ud fra (5) @ = C - U har vi nu
v—_g.4C-U)
dt
Idet C' er konstant har vi derfor iU
U=-R-C-—
dt
og efter division med —R - C' og ombytning af venstre og hgjre side fas
aw__ 1
dt  RC

Vi har nu udledt en differentialligning for speendingen over en kondensator ved afladning. Ven-
stresiden er den matematiske formulering af sendringen af spaending med tiden, og hgjre side

viser at sendringen er proportional med spandingen U med en proportionalitetskonstant givet

1
ved ~RC:

4.2 Lgsning

Vi skal nu vise, at lgsningen til (6) er
t
U(t) = Upe RC (7)

Venstresiden af (6) fas ved at differentiere (7). Det er en sammensat funktion, sa vi skal bruge
keedereglen og far derved

du . 1 1 _t
RC . (——) = ——— RC
“&e) = "R
Hgjresiden af (6) ved at substituere U fra (7) ind i (6).

Ly ly.a
rRC" = " RCCC

Det ses umiddelbart at venstreside og hgjreside er lig med hinanden, hvorved vi har vist at (7)
er en lgsning til (6).

5 Halveringstid

Nar vi har en eksponentielfunktion, ved vi, at der er et tidsrum, som vi kalder halveringsti-
den og skal forstas sadan, at efter tiden Tj/, vil spaendingen veeret halveret. Vi skal vise at
halveringstiden 77 /5 er givet ved R og C' som

Tyjy=R-C-In(2) (8)

Vi udnytter, at efter tiden 77/, vil spendingen veeret halveret. Dette geelder uanset hvilket
tidspunkt vi starter ved. Sa vi kigger pa speendingen til et tidspunkt ¢y, samt efter et stykke tid
svarende til halveringstiden dvs. til tiden ¢y + 77 /5. Eftersom speendingen er halveret har vi

1
Ulto+Ti2) = 3 U(to)



t
Vi benytter nu funktionsforskriften U(t) = Upe™ RC og far derved

_totThyo _ to
Upe RC = 5 -Upe™ RC

Ved hjalp af potensregneregler, kan vi se at

to+T112 to T2

e RC =¢ RC .-e¢ RC

og vi har nu
to T2

doo _to
Uyp-e RC -e RC ZE-UO.e RC

to_
Vi forkorter med Uy - e~ RC og far
Ty )2 1

Vi tager nu logaritmefunktionen pa begge sider og udnytter at eksponential- og logaritmefunk-
tionen er hinandens omvendte funktioner, sa vi far

T 1
—7c =In(3)
Vi ganger igennem med —RC' og benytter, at ln(%) = —In(2) og far
T1/2 =R- C : 111(2)

og dermed har vi vist (8).

5.1 Eksempel pa halveringstid

Hvis man laver det som fysikgvelse, kunne man f.eks. benytte fglgende veerdier.
C = 4700uF = 4,7 -1073F

R =22k =2,2-103Q

I dette tilfeelde vil man fa en halveringstid pa

Ty =2,2-10°Q-4,7-107°F - In(2) = 6,7s

Hvis modstanden gges, vil der lgbe en mindre strgm, og afladningen vil tage leengere tid. Hvis
kapacitansen gges, vil der veere en stgrre ladning i kondensatoren, og afladningen vil tage leengere
tid, og modsat ved lavere vaerdier.

6 Opladning af en kondensator

6.1 Differentialligning

Pa tilsvarende made som ovenfor, skal vi nu ud fra (2), (3), (4) og (5) vise, at sndringen af
speendingen over kondensatoren ved opladning kan beskrives ved differentialligningen

aw 1 U
2 = rel T Ro (9)

Vores udgangspunkt er (2) U + Ug = Up og vi isolerer spaendingen over kondensatoren U
U=Uy—Ugr
Ved hjeelpe af Ohms lov for modstanden (3) Ug = R - I substitueres Ug.

U=Uy—-R-1



Strgmstyrken er givet ved (4) I = % og vi har saledes
dQ

Ud fra (5) @ = C' - U har vi nu

d(C-U)
U=Uy—R- —~
0 dt
Idet C er konstant har vi derfor JU
U=Uy—R-C- »r

og efter division med —R - C og ombytning af venstre og hgjre side fas

dU 1 Uy
o~ rcY T Re

Vi har nu udledt en differentialligning for spsendingen over en kondensator ved afladning.

Venstresiden er den matematiske formulering af sendringen af speending med tiden. Fgrste led pa
hgjre side viser at sendringen er lineser afheengig med spzendingen U med en konstant givet ved
—%, mens andet led er konstant og betyder, at nar spsendingen gar mod Uy vil hele hgjresiden
ga mod nul, og &ndringen vil derfor ga mod nul hvilket betyder, at spsendingen aldrig bliver
stgrre end U.

6.2 Lgsning

Vi viser nu ved indsattelse, at lgsningen til (9) er
t
U(t) = U() — erim (10)

Venstresiden af (9) fas ved at differentiere (10). Det er en sammensat funktion, sa vi skal bruge
kaedereglen og far (7).

au _t 1 1 1

ar = Yo (=Re) = mc Ve

Hgjresiden af (6) fas ved at substituere U fra (10) ind i (9).

1 Uop 1

N\ U U
—— U+ —~ <U0—er—Rc>+°— 0

1 U1 .
— =% —_Upe RC 4 —% = —_Upe RC

RC~ T RC - RC RC ~  RC ' RC RC — RC

Det ses at venstreside og hgjreside er lig med hinanden, hvorved vi har vist at (10) er en lgsning
til (9).



